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Parte I
Origen filoso6fico del sistema de
afinacién pitagorico

1. ;Quién fue?

Pitagoras no fue solo lo que relacionamos como un matematico, fue uno de los
grandes iniciados de la historia y un renovador absoluto de una nueva manera de
entender la relacién del hombre con su dimensién espiritual; aparte de aportar a
la historia los términos matemaéticas y filosofia. En la historia de la filosofia, se
conoce a Pitagoras como un simple filésofo presocratico, pero el mismo Platén
es en gran medida un filésofo neopitagorico (pensamiento plasmado en su obra
el Timeo) pues se formo con los neopitagoricos.

La idea actual de Pitagoras es una idea reforzada de un maestro hipotético
del que se construye una vida que acredita un movimiento espiritual que tuvo
lugar en el corazén de la magna Grecia en el siglo VI a.C

La propia formacion de Pitdgoras es sospechosamente impecable, dado que
sus biografias fueron escritas a partir del siglo primero de nuestra era, y cuando
alguien en esos siglos mira para atras y quiere construir un personaje maravillo-
so que quiere que sea el més sabio de la historia, selecciona los grandes nicleos
de pensamiento de la antigiiedad. Casualmente Pitagoras, de la isla de Samos
en Asia menor, se va a Mileto, donde conoce a Anaximandro y a Tales de Mi-
leto, el cual le dice que tiene que visitar Egipto y hacerse sacerdote geémetra;
y asi lo hizo. Se va a Tebas, y ya en Heliopolis, recibe una iniciacién durante 7
anos y se hace sacerdote gedmetra; es decir, adscrito al dios Dyehuty (Tot en
griego), el dios que ensefia los nimeros y las letras a los hombres. Alli aprende
el famoso teorema de Pit4dgoras y desarrolla su actividad como sacerdote geod-
metra replicando la creacién del universo a través del nimero, pero debido a
una invasion de los babilonios se lo llevan a Caldea y alli aprende matematica,
célculo, astronomia y la relacién con los astros.

Al volver a su isla después de muchos afios, y después de semejante trayec-
toria, se pelea con el tirano local y se exilia a Delfos, donde recupera el culto
délfico. Después de ese curriculo intachable (e imposible, de ahi que se le consi-
dere un mito), vuelve a Grecia y funda una hermandad, la famosa hermandad
pitagorica. Se basaba en la trasmision de unos conocimientos secretos a unos ini-
ciados con aptitudes, donde se castigaba contar dichos conocimientos a personas
ajenas a la hermandad. Fueron una manera de entender la sociedad, una comu-
nidad en toda regla. Una de sus funciones era gobernar a los pueblos. Quisieron
ser un nuevo orden social basado en el conocimiento espiritual y controlaron
numerosas polis. Esto acab6 en tragedia, fueron perseguidos y quemados en la
matanza del Metaponto (ca. 475 a.C) y no se sabe que fue de Pitagoras. Muchos
pitagoéricos rompieron el juramento de silencio de la hermandad, asi es como sa-
bemos de los conocimientos de Pitagoras. Pitédgoras es inspirador de grandes



movimientos posteriores, se habla de Pitagoras como un ser medio divino con
unas capacidades extraordinarias. Se cuenta de él que sabia de sus vidas ante-
riores, que podia estar en varios lugares a la vez, etc. La gran aportacién de la
geometria pitagorica es el nimero, en griego aritmos.

2. Pitagoras y los ntimeros

A Pitagoras se le atribuye la frase “todo fue hecho segin el nimero”; para
la hermandad pitagorica las divinidades eran los ntimeros, herramientas con las
que alcanzar la trascendencia, el vinculo entre los mortales y los dioses. Para los
pitagoricos, los nimeros son las dindmicas con las que el Creador ha hecho el
universo, que es una unidad que se ha fragmentado en infinitos partes las cuales
se han agrupado de forma ordenada (cosmos). Los pitagoricos buscan conocer ese
orden que se ha conseguido a través de los numeros. Si se investiga, profundiza y
se alcanza interpretar lo que es un ntmero, se alcanzaré la sensacién de regreso
a la unidad, al principio.

La tetrarquis pitagérica son los cuatro primeros niimeros naturales: el uno,
el dos, el tres y el cuatro. La suma de estos cuatro ntiimeros da diez, el niimero
de la perfeccion para los pitagoricos. La divina tetrarquis son los nimeros de la
naturaleza con los que se llega a todas las demés cosas.

Los niimeros son los simbolos por excelencia, pues no solo son cuantitativos,
si no cualitativos: los ndmeros representan ideas. Los cuatro primeros nime-
ros, en la filosofia pitagérica, tienen significados concretos pero abstractos en si
mismos:

= El uno representa la unidad absoluta, el conjunto de todas las cosas es un
todo, (siendo el cosmos la unidad fragmentada) representa el infinito, el
principio.

= El dos representa la eleccion, prescindir, o una cosa o la otra, la dualidad,
los opuestos, el conflicto. Siempre se busca regresar a la unidad, al orden.

= El tres es el equilibrio, la relacién entre el conflicto, la solucién; es el
vinculo, lo que une al dios y al hombre. Se vuelve a la unidad, a la forma
(poligonos ).

= El cuatro es la estabilidad, la Tierra, la materia, lo creado, lo concreto, lo
sensible, lo mensurable, la posicion (como son puntos cardinales), la unién
de los opuestos, los sblidos y los elementos.

3. La mausica, el regreso al orden

Los pitagoricos a parte de gobernar regiones enteras, ejercian la curacion,
curar la enfermedad. La enfermedad es un desorden de alguna dimensién, lo
primero que es necesario para curar es considerar qué es un hombre y de qué se
compone para poder ordenarlo. Lo contrario del cosmos es el caos, posiblemente



la unidad absoluta puesno ha sido fragmentada. Una enfermedad es caer en el
caos, es volver al origen de una manera brutal que es la muerte. Al enfermo
hay que devolverle al cosmos. Los pitagéricos curaban a través de un concepto
que se llama la mimesis, es decir, la exposiciéon puntual del enfermo a un orden
césmico, ordenado, numérico. El ejercicio curativo de Pitagoras fue a través
de los nimeros, que los aplicaba con la manifestacién mas directa, potente y
trascendente del niimero, la musica.

El paradigma de la misica de las esferas dicta que la existencia de cuerpos
celestes en movimiento debe crear algin tipo de sonido, y que la combinacion del
sonido de todos los astros orbitando genera la armonia o musica de las esferas,
que es a lo que nosotros llamamos silencio. No es una ausencia de sonido, sino un
sonido que esta siempre, y cuando se anulan los demas, es lo que se escucha. Por
eso a Pitagoras se le conoce como el hijo del silencio. Los pitagoéricos adoraban
el silencio porque es la manifestacion mas elemental del orden con el que se
ha hecho el mundo. El enfermo tiene que alcanzar escuchar el silencio; pero
ha perdido el silencio, primero tiene que conocer los ntimeros, y mas que los
nameros, las relaciones que hay entre ellos, que son las que han dado el orden.
Las relaciones entre los niimeros, la musica, son pasos intermedios para que el
enfermo conozca de nuevo el orden.




Parte II
Origen de la escala a partir de las
proporciones de Pitagoras

4. Introducciéon matemaéatica

La escuela de Pitagoras, en su obsesion con encontrar proporciones perfectas
en todos lados, no podian ignorar el fenémeno de la miusica. Esta ademas estaba
estrechamente ligada con las ciencias y las matematicas en la Grecia Antigua.
Estaban especialmente interesados en el estudio de la candnica o la ciencia del
estudio de los intervalos musicales. Estos estudios los realizaban mediante el uso
de sencillos instrumentos de una cuerda, llamados debido a esto monocordios.
Dividiendo la cuerda en partes iguales, siguiendo proporciones de niimeros na-
turales pequenos, se obtenian sonidos nuevos, algunos de los cuales, sonaban
«bieny juntos

Llamaremos a la frecuencia de vibracion de la cuerda (usando la letra grie-
ga v), usando la terminologia moderna, a la cantidad de veces por segundo
que la misma bate, sabemos del estudio de los Movimientos armaonicos simples
extendidos a una cuerda, que la frecuencia de vibracion es

v 1 /T
V= — = — —_
oL 2L\ &

Donde las letras seran:

= v: Velocidad de propagaciéon de la onda en la cuerda, o cuanto tiempo
tarda un pico o valle en avanzar una distancia determinada.

= L: Longitud de la cuerda.
= T Fuerza tensil a la que estd sometida la cuerda
= 1 Densidad lineal de la cuerda, o «masa por unidad de longituds.

Nos centraremos en la longitud, ya que esta es la unica variable con la que
jugaban los Pitagoricos.

Como podemos ver en la férmula anterior, la frecuencia es inversamente
proporcional a la longitud, lo que significa que, si disminuimos la longitud en
un factor n, la frecuencia aumentara por el mismo factor n. Pitadgoras, ademés
descubre que estos sonidos que suenan «bien» juntos, o consonantes, siguen
proporciones (n+1) : ny n: 1 con n un nimero natural pequeno, del orden
del 2 al 9. Esto, ademéas entra dentro de su filosofia de el universo armonioso
gobernado por los nimeros.

Si tenemos dos frecuencias de vibracién vy, vo, la intervélica, en términos
actuales, entre estos dos sonidos en funcion de la proporcion ¥1/v, es como sigue:



] | Unisono | 8 | 52 | 42 | 32 Mayor | 3% menor | 6% Mayor | 62 menor |
(/e | v 2155 3 [ ¢ | § [ § |

Cuadro 1: Tabla de frecuencias e intervalica

o o — 5 — 5 — 1 — 2 — 4
Fund 82 5% g2 32M 5

Figura 1: Serie de Armonicos

5. Serie de arménicos y consonancia

Hasta el siglo XIX, con Helmholz y su libro On the sensations of tone no
se llega a una explicacién fisico-matematica satisfactoria de por qué un sonido
suena «bieny. Partimos de la serie de armoénicos de un sonido de frecuencia v;:
Decimos, segtin Helmholz, que un sonido v > ;' si los armoénicos de orden
proporcional a 3, es decir, aquellos en los que dividimos por 3, 6, 9, etc, del
sonido mas grave (1) coinciden con los de orden proporcional a 2 (2, 4, etc) del
mas agudo.

Poniendo como ejemplo la quinta pitagorica:

3

. %t 3
o esla quintade vy si — = - = v = -1y
170} 2 2

Entonces, tomando la serie de armoénicos de v, ver la figura anterior:

121 — %1/1 — [%Vlﬂ — il/l — %Vl — [%Ulﬂ
1 1 1 \: 1
) A N %

Fijandonos en los elementos recuadrados, vemos que esta teoria se cumple en
este ejemplo.

6. Escala Pitagoérica:

La escala pitagorica consiste de siete sonidos obtenidos por encadenamiento
de quintas, lo cual quiere decir que, partiendo de un sonido, multiplicamos su
frecuencia por 3/2, sucesivamente:
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L(con el signo > marcamos que es mas agudo al ser su frecuencia mayor)



Ahora, reorganizamos bajando de octava los sonidos més agudos (multipli-
cando por 1/2 una o varias veces) para que todos los sonidos estén el la misma
octava, obteniendo asi:

A o
[n]
% [&]
[
ey [e] b -
S = -
(o]
F C G D A E B

Si ahora tomamos como referencia la frecuencia de Do, v¢, tendremos:

Vp = %Vc

CT

Vp = 55535Vc = glV¢C

o _ 323,05

Vg = gggél*Vé = (837111/0
_ 1 _ 243

VB = 33322232YC = 138YC

Al ordenar por intervalos, descubrimos que tenemos dos tipos de intervalos,
definidos como la proporcion ¥» /v, _;:

9/8 9/8 256/243 9/8 9/8 9/8 256/243
Vo — Vp — Vg —— Vp —» Vg —> VA —> VB —— Vg

Los intervalos seréan:

= Tono: 9/8 = 1'125

» Hemitono: 256/243 = 1'05349...
Podemos hacer dos observaciones desde aqui:

1. De Do a Mi hay una tercera mayor, que segin nuestra tabla de antes,
corresponde a una proporcion de 5/4 = 80/64, sin embargo, mediante las
quintas encadenadas, tenemos que la proporcion es de 81/64, lo cual es poco
mayor, pero aun asi, la diferencia es audible.

2. Dos hemitonos seguidos no dan un tono:

(256/243) - (256/243) = 1"1098... # 1'125



Parte III
Problemas de la gama Pitagoérica
como sistema de afinacién

Como ya ha sido mencionado, en este sistema se utilizan las quintas como
medida de afinacion.

Asi pues, si quisiéramos llegar a un Mi tendriamos que contar 4 quintas a
un Do, ademas de rebajar mas tarde 2 octavas (Do-Sol-Re-La-Mi).

Entre Do y Mi hay una tercera mayor, sonido consonante en nuestro sis-
tema actual. En cambio, usando las 4 quintas mas el Do tenemos un total de
(1,5x1,5x1,5x1,5) / (2x2) = 1,265, que es un intervalo disonante en términos
de frecuencia. La diferencia pues, resulta en algo aproximadamente igual a un
quinto de un semitono; diferencia la cudl es llamada coma sinténica.

.p-.hjb,‘."'t'ﬂL R e pL‘ra
Sol— \La

\S
Qx}

Do ------------- —------- Mi

desafinada

Aqui podemos ver el resultado de tocar una tercera mayor usando este sistema.

Esto no solo cambia la armonia y la relaciéon de los sonidos -consonantes y
disonantes- si no que altera también algunos instrumentos.

Principalmente, los instrumentos de viento con afinacién fija son los que mas
afectados se ven.

En el caso de una trompeta, que utiliza 3 pistones para crear todas las
notas, seria imposible tocar una tercera mayor “pura” o afinada si usasemos este
sistema. Sin embargo, por dificil de calcular que resulte, mas de una nota puede
ser tocada con méas de una combinacién de pistones. Por supuesto, la frecuencia
de ambas notas nombradas de misma manera serd distinta. Esto nos lleva a
deducir que, si usamos un sistema de quintas puras, no podriamos obtener la
misma frecuencia y, por tanto, el intervalo muy posiblemente sera disonante.

Estos problemas también son vistos en los teclados hasta el uso de la gama
temperada. Algunos de ellos, usaban teclas distintas dependiendo del sonido
proveniente, para conseguir limitar esa desafinacién producida.



7. La quinta del lobo

Al completar el circulo de quintas puras y recomenzarlo, obtendremos una
nota ligeramente mas alta de la frecuencia equivalente a la octava en la que
habiamos empezado.

Para solucionar esto, el sistema Pitagérico “recorta” la distancia entre una
de sus quintas para igualar la nota que al recomenzar seria distinta (Do).

La quinta elegida es la que se encuentra entre los sonidos Sol# y Mib. Estos
sonidos son elegidos dado su “poco uso”

Quintas perfectas, 3

— Do —
/ Fa Sol
Sib Re
Mi» La
Qllimn del e rhni J
Sold Mi
N
[hong Si /
F— Faj &

Circulo de quintas con la quinta del lobo (Sol# y Mib)



Parte IV
Soluciones y sistemas alternativos

Como ya hemos podido ver, el sistema pitagoérico tiene problemas al usarlo
para construir una escala, por esto, existen tipos de escalas alternativos para
arreglar estos problemas:

8. La escala natural

Al surgir la necesidad de incorporar varios sonidos simultaneos en la musica,
en principio, se hacia al unisono, pero esto no siempe es posible, asi que se
empezaron a utilizar intervalos que «sonaban bieny como:

= La octava (relacion 2:1)
» La quinta (relacion 3:2)
» La cuarta (relacion 4:3)

Por tanto, la escala natural surge de manera que la mayor cantidad posible de
superposiciones de sonidos resulte «agradable», por lo que el criterio de cons-
trucciéon de la escala es el de consonancia.

Las consonancias disponibles son las de la tabla 1 en la pagina 6. En una
obra compuesta de forma polifénica, nuestro objetivo es el de conseguir el ma-
yor nimero de superposiciones consonantes. En la escala de Pitagoras, tenemos
octavas, quintas y cuartas acisticamente perfectas, pero, como ya hemos men-
cionado antes, en la observacion 1 en la pagina 7, el intervalo de Do a Mi, que
deberia ser una tercera mayor, estd ligeramente desafinado, por un factor lla-
mado coma de Didymus que es un pequeiio intervalo de alrededor de 1/10 de
tono.

Por tanto, procederemos a tomar la escala, en vez de por encadenamiento
de seis quintas, utilizaramos solo tres, lo cual genera solo cuatro notas (Fa-
Do-Sol-Re), y luego rellenamos las notas que faltan utilizando terceras mayores
perfectas. Con esto obtenemos:

9/s 10/9 16/15 9/s 10/9 9/s 16/15
Vo — Vp — Vg —— Vp —» Vg —— VA —> VB —— V¢

Si hiciésemos como Pitagoras y valorasemos la «simplicidad» de las proporcio-
nes, 16/15 es mucho mas simple que 256/243, pero, ahora hemos introducido un
nuevo problema, ya no tenemos solo dos tipos de intervalos (tonos y hemitonos),
ahora tenemos tres:

= Tono mayor (T): 9/8
= Tono menor (t): 19/9

= Semitono (s): 16/15
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Lo cual nos dejaria una escala de la siguiente forma:

T T T

C D' sEg_*,F Gt A B—°" ('

Esto nos resulta en que la sucesiéon de un tono mayor y uno menor resulta en
una tercera mayor de pitagoras. Sin embargo, por ejemplo la distancia de un Re
a un La, que deberfa de ser una proporcion de 3/2, lo cual, aunque impreciso,
sigue siendo mas tolerable que el error de la tercera en la escala pitagoérica sin
modificar, al ser diez veces menor.

9. La Escala temperada

Los dos métodos anteriores de generacién de escalas parten de encadenar
quintas, otra forma de hacerlo, méas ingeniosa y a la vez simple, es tomar y
distribuir el error de forma igual. Tomando la subida de las 12 quintas, subimos
2 octavas, por tanto dividimos esta distancia en partes iguales, llamaremos k
al valor que queremos calcular para la quinta, entonces, subir doce quintas
(multiplicar por k& doce veces, o por k2) ha de ser igual que subir siete octavas
(multiplicar por 27):

7
E2v=2v k2 =2"T k= (1\2/5)
Al tomar una quinta, tendremos:
7
( 1\2@) = 1/4983...

Lo cual tendria un error 12 veces menor que el, ya aceptable, de la escala natural.
Ahora, como dentro de una quinta caben 7 «huecosy (por ejemplo Do-Do#-
Re-Re#-Mi-Fa-Fa#-Sol), dividiremos de forma igual esta distancia, llaman-

dola semitono:
sT=vVk= N2

La escala conseguida con este método se denomina, escala uniformemente
temperada. Y tiene una estructura més similar a la pitagoérica, sustituyendo el
hemitono por este semitono que cabamos de generar. A dos semitonos seguidos,
los llamaremos tono:

s= N2

2
r=(2)
La tercera mayor estara formada por 4 semitonos:
12 4
MT = (2)

Lo cual difiere en menos de un 1% al valor pitagérico, un error practicamente
imperceptible.
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